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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íà÷èíàÿ ñ ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ XX âåêà, íà÷èíàåò ðàç-

âèâàòüñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îïèñàíèè è

èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ, à òàêæå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿ-

ùèõ â ýêîëîãèè, ìåíåäæìåíòå è äðóãèõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè. Â ðàçëè÷íîå

âðåìÿ â ðàçâèòèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñâîé âêëàä âíåñëè Ð. Àéçåêñ,

Í.Í. Êðàñîâñêèé, Ë.À. Ïåòðîñÿí, à òàêæå Í.Í. Äàíèëîâ, Äæ. Çàêêóð, Â.Â. Çà-

õàðîâ, Í.À. Çåíêåâè÷, Â. È. Æóêîâñêèé, Ñ. Éîðãåíñåí, À.Ô. Êëåéìåíîâ, À.Ô.

Êîíîíåíêî, À.Â. Êðÿæèìñêèé, Ä.Â. Êóçþòèí, Â.Í. Ëàãóíîâ, Þ.Ñ. Îñèïîâ, Ë.Ñ.

Ïîíòðÿãèí, Â.Â. Ðîçåí, Äæ. À. Ôèëëàð, Ñ.Â. ×èñòÿêîâ, Ä.Â.Ê. ßíã, Å.Á. ßíîâñêàÿ

è äð.

Ñî âðåìåíåì ñòàëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð.

Ïîÿâëÿåòñÿ âàæíîå òðåáîâàíèå � òðåáîâàíèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (âðåìåí-

íîé ñîñòîÿòåëüíîñòè èëè ñîñòîÿòåëüíîñòè âî âðåìåíè) âûáðàííîãî â èãðå ïðèíöè-

ïà îïòèìàëüíîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì íàõîäèòñÿ ðåøåíèå èãðû. Äèíàìè-

÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü îçíà÷åò, ÷òî â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðèíöèï îïòè-

ìàëüíîñòè, êîòîðûé áûë âûáðàí â íà÷àëå èãðû, äîëæåí îñòàâàòüñÿ ñîñòîÿòåëüíûì

â òå÷åíèå âñåé èãðû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïî÷òè âñåãäà ïåðâîíà÷àëüíî âû-

áðàííîå ðåøåíèå â õîäå åãî ðåàëèçàöèè òåðÿåò ñâîþ îïòèìàëüíîñòü. ×òîáû ýòîãî

èçáåæàòü íåîáõîäèìî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðîèçâîäèòü ðåãóëÿðèçàöèþ ïðèíöè-

ïà îïòèìàëüíîñòè. Äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîäðîáíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòå

Ë.À. Ïåòðîñÿíà1 (1977). Ë.À. Ïåòðîñÿí ïðåäëîæèë ïðîèçâîäèòü ðåãóëÿðèçàöèþ

ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè ïåðåðàñïðåäåëåíèåì âûèãðûøà â ñîîòâåòñòâèè ñ "ïðî-

öåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà".

Åùå îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

èãð ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ. Â äèñ-

ñåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî

ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ. Â ïðîöåññå êîîïåðàòèâíîé èãðû ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ,

êîãäà êàêîé-ëèáî èãðîê (èëè ãðóïïà èãðîêîâ) ðåøàò ðàñòîðãíóòü ïåðâîíà÷àëüíî

ïðèíÿòîå êîîïåðàòèâíîå ñîãëàøåíèå. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà èãðîêè íà÷íóò äåé-

ñòâîâàòü êàæäûé â ñâîèõ èíòåðåñàõ. Òîãäà ó÷àñòíèêè äîëæíû áûòü óâåðåíû, ÷òî

1Ïåòðîñÿí Ë.À. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè

// Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. Ñåð. 1. 1977. Âûï. 14. ¹ 19. Ñ. 46-52.
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â ýòîì ñëó÷àå èõ çàòðàòû áóäóò íå âûøå, ÷åì â ñëó÷àå èçíà÷àëüíîãî îòñóòñòâèÿ

êîîïåðàöèè. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì èãðîêè ãàðàíòèðóþò ñåáå ïðè ýòîì íàèõóäøåì

ñöåíàðèè (àííóëèðîâàíèå êîîïåðàòèâíîãî ñîãëàøåíèÿ â ïðîöåññå èãðû) çàòðàòû

íå âûøå, ÷åì òå, êîòîðûå îíè ïîëó÷è ëè áû, åñëè ñ ñàìîãî íà÷àëà èãðû íå êîîïå-

ðèðîâàëèñü (íå îáúåäèíÿëèñü â ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ), íàçûâàåòñÿ "óñëîâèåì

óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ"(óñëîâèå Ä.Â.Ê. ßíãà2).

Óñëîâèå Ä.Â.Ê. ßíãà âûïîëíÿåòñÿ ðåäêî. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëàãà-

åòñÿ ïðè êîîïåðàöèè ðàñïðåäåëÿòü çàòðàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ äèíàìè÷åñêè óñòîé-

÷èâîé ïðîöåäóðîé ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà. Ýòî ïîìîãàåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äî-

ñòèãàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èã-

ðîêîâ.

Èññëåäóåòñÿ ìîäåëü ýêîëîãè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ � ìîäåëü ñîêðàùåíèÿ âðåä-

íûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàþò

òåîðåòèêî-èãðîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîñòîðîííèìè ìåæ-

ãîñóäàðñòâåííûìè ñîãëàøåíèÿìè. Â ìîäåëè ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àò-

ìîñôåðó ïðåäïðèÿòèÿ-çàãðÿçíèòåëè (ñòðàíû) ñàìè ïðèíèìàþò àêòèâíîå ó÷àñòèå

â ðåãóëèðîâàíèè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíè ñóùåñòâåííî ñíèæàþò îáúåìû âûáðîñîâ

ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì, óñòàíîâëåííûì çàêîíîäàòåëüñòâîì.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âû-

áðîñîâ â àòìîñôåðó: ñ ñèììåòðè÷íûìè çàòðàòàìè, ñ íåñèììåòðè÷íûìè çàòðàòàìè

è äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà íà ñåòè. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ çàïàñ çàãðÿçíåíèÿ,

íàêîïëåííîãî êàêèì-ëèáî èãðîêîì (ñòðàíîé), çàâèñèò îò âûáðîñîâ âñåõ èãðîêîâ,

ó÷àñòâóþùèõ â èãðå.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà íà ñåòè ïðåäïîëïãàåò, ÷òî çàïàñ çàãðÿçíåíèÿ, íàêîï-

ëåííîãî êàêèì-ëèáî èãðîêîì, ìîæåò çàâèñåòü îò âûáðîñîâ íå âñåõ èãðîêîâ, à òîëü-

êî íåêîòîðûõ. Íàïðèìåð, â ñèëó íàïðàâëåíèÿ âåòðà èëè óäàëåííîñòè ñòðàí äðóã

îò äðóãà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì íåêîòîðûõ èãðîêîâ äðóã íà äðóãà.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â ñëó÷àå, åñëè ïðè êîîïåðàöèè èñïîëü-

çóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà (èëè âûèãðûøà,

åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ èãðû ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè âûèðûøàìè). Â äèññåðòàöèè

2Yeung D. W. K. An irrational - behavior - proofness condition in cooperative di�erential games

// Intern. J. of Game Theory Rew. 2006. Vol. 8. P. 739�744.
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ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó è ïðîâåðÿ-

ëîñü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ñëó÷àåâ èãðû, à òàêæå äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû.ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé:

• ïðåäëîæåíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðî-

êîâ, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äåëåæà;

• èññëåäîâàíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èã-

ðîêîâ äëÿ êîîïåðàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè

âûèãðûøàìè â ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäó-

ðà ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà;

• îïðåäåëåíà è âïåðâûå èññëåäîâàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ñîêðàùåíèÿ âðåä-

íûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó íà ñåòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè,

ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Äëÿ îïèñàíèÿ è èññëåäîâà-

íèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ, à òàêæå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ýêîëî-

ãèè, ìåíåäæìåíòå è äðóãèõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé æèçíè, âñå ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîîïå-

ðàòèâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èõ ðåøåíèé (òî

åñòü îïòèìàëüíîñòü â ïðîöåññå âñåé èãðû ðåøåíèÿ, êîòîðîå áûëî âûáðàíî â íà-

÷àëå èãðû). Òàêæå âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå

èãðîêàì, îáúåäèíåííûì â ìàêñèìàëüíóþ êîàëèöèþ, çàùèòó îò èððàöèîíàëüíîãî

ïîâåäåíèÿ êàêîãî-ëèáî èãðîêà (èëè ãðóïïû èãðîêîâ), âõîäÿùåãî â ìàêñèìàëüíóþ

êîàëèöèþ.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëü-

íîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ, â êîòîðîì ïðè êîîïåðàöèè èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷å-

ñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà. Äîêàçàíà òåîðåìà î âû-

ïîëíåíèè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ

äëÿ èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, â ñëó÷àå ñèììåòðè÷-

íûõ çàòðàò, åñëè áûëà èñïîëüçîâàíà äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñ-
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ïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè. Âûïîëíåíèå àíàëîãè÷íîãî óñëîâèÿ äîêàçàíî â

êîàëèöèîííàé èãðå, ãäå ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ PMS-âåêòîð.

2. Ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëü-

íîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ êîàëèöèé. Äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî ýòî óñëî-

âèå âûïîëíåíî äëÿ èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, êîãäà â

êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âûáðàí äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûé âåêòîð

Øåïëè.

3. Äëÿ ñëó÷àÿ íåñèììåòðè÷íûõ çàòðàò äîêàçàíà òåîðåìà î âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â èãðå ñîêðàùåíèÿ

âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, åñëè áûëà èñïîëüçîâàíà äèíàìè÷åñêè óñòîé-

÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ES-âåêòîðà. Äëÿ ñëó÷àÿ êîàëèöèîííîé èãðû

äîêàçàíî àíàëîãè÷íîå óñëîâèå, ãäå, â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ PMS-âåêòîð.

4. Äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî

ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ èãðû ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè âûãðûøàìè âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ ëþáîãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè-

÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà.

5. Îïðåäåëåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìî-

ñôåðó íà ñåòè. Íàéäåíî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ìàêñè-

ìàëüíîé êîàëèöèè. Ïîëó÷åíà äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ES-âåêòîðà. Ïîëó÷åíî îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó ñåòè, ãàðàíòèðóþùåå

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðî-

êîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó

íà ñåòè, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëå-

íèÿ ES-âåêòîðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå ñîäåðæàíèå ðàáî-

òû, áûëè ïðåäñòàâëåíû íà III, V è VI Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Òåîðèÿ

èãð è ìåíåäæìåíò"GTM'09, GTM'11 è GTM'12 (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2009, 2011, 2012

ãã.); íà I Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Chinese Game Theory and Experimental

Economics Association"(Ïåêèí, Êèòàé, 2010); íà VIII Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçè-

óìå "International Society of Dynamic Games"ISDG (Ïàäîâà, Èòàëèÿ, 2011); íà
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Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòèêà, ýêîíîìèêà, ìåíåäæìåíò: 100

ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012); íà Ìåæäóíà-

ðîâíîé êîíôåðåíöèè "Constructive Nonsmooth Analysis and Related Topics"CNSA-

2012 (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012). Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíà-

ðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èãð; íà Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå "Scienti�c

Publications. Qualitative Research Methods in Operations"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010

ã.); íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Óñòîé÷èâîñòü è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ"(Ñàíêò-

Ïåòåðáóðã, 2010 ã.); íà XLI è XLII íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ

"Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü"(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010 è 2011 ãã.).

Ïóáëèêàöèè ðàáîòû. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 11 ðàáîò, 2

èç êîòîðûõ � â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòèöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè

ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû (êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçáèòû íà ïîäïàðàãðà-

ôû), çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçóåìîé ëèòåðàòóðû. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò

109 ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 47 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáñóæäàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâà-

íèÿ è íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, äàí êðàòêèé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òå-

ìå äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îáîñíîâàíû

òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå ðå-

çóëüòàòîâ. Òàêæå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå

â ðàáîòå.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëü-

íîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé êîîïåðàòèâíîé èãðå. Ïðåäëàãàåòñÿ

íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû çàòðàòû ðàñïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêè

óñòîé÷èâîé ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà βi(t). Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû

ñ áåñêîíå÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ, ñ äèñêîíòèðîâàíèåì, äàííîå óñëîâèå âûãëÿ-

äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V (x0, t0; {i}) ≥
t∫

t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ + e−ρ(t−t0)V (xI(t); {i}), i ∈ I, (1)

ãäå V (x0, t0; {i}) � èçäåðæêè èãðîêà i â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó, âû÷èñëåííûå â íà-

÷àëüíîì ñîñòîÿíèè x0;

7



V (xI(t); {i}) � àíàëîãè÷íûå èçäåðæêè, âû÷èñëåííûå â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè xI(t)

íà êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè.

Ââåäåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððà-

öèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ (1):

Òåîðåìà 1 Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïî-

âåäåíèÿ èãðîêîâ, ãäå íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè

óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà β(τ), áûëî âûïîëíåíî, äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

βi(τ) ≤
d

dτ
V (xI(τ); {i}) + ρV (xI(t); {i}), i = 1, ..., n.

Â ïàðàãðàôå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ êîàëèöèîííàÿ èãðà. Ââîäèòñÿ óñëîâèå óñòîé-

÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîàëèöèè

Sk, åñëè èçäåðæêè íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ

äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâîé ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà βi(τ):

V (x0, t0; {Sk}) ≥
∑
i∈Sk

t∫
t0

e−ρ(τ−t0)βi(τ)dτ + e−ρ(t−t0)V (xI(t); {Sk}),

ãäå V (x0, t0; {Sk}) ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè êîàëèöèè Sk, âû÷èñëåííûå â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò x0 çà âðåìÿ [t0,+∞), êîãäà èãðîêè, íå âõîäÿùèå â êîàëèöèþ Sk (òî

åñòü âõîäÿùèå â êîàëèöèþ I\Sk) äåéñòâóþò â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòåãèÿìè, ðàâ-

íîâåñíûìè ïî Íýøó,

V (xI(t); {Sk}) � ïîäîáíûå èçäåðæêè, âû÷èñëåííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà îïòè-

ìàëüíîé êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè xI(t) çà âðåìÿ [t,+∞).

Òî åñòü êîàëèöèÿ Sk ãàðàíòèðóåò ñåáå, ÷òî äàæå ïðè àííóëèðîâàíèè êîîïåðà-

òèâíîãî ñîãëàøåíèÿ, îíà "ïîíåñåò"ìåíüøèå çàòðàòû, ÷åì â ñëó÷àå, êîãäà êîîïå-

ðàòèâíîå ñîãëàøåíèå èçíà÷àëüíî íå áûëî ïðèíÿòî.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü ýêîëîãè÷åñêîãî

ðåãóëèðîâàíèÿ � ìîäåëü ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, ñëó÷àé ñ

ñèììåòðè÷íûìè çàòðàòàìè.

Â ïàðàãðàôå îïèñàíà ïîñòàíîâêà èãðîâîé çàäà÷è. I = {1, 2, . . . , n}� ýòî ìíîæå-

ñòâî èãðîêîâ. Ci(ui) � ýòî èçäåðæêè íà ïðèðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ, êîòîðûå

íåñåò èãðîê i, åñëè îí ñíèæàåò âûáðîñû äî íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óðîâíÿ ui:

Ci(ui(t)) =
γ

2
(ui(t)− ūi)

2, 0 ≤ ui(t) ≤ ūi, γ > 0.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå:

ūi ≥
nπ

γ(ρ+ δ)
.

Ïóñòü Di(x) � ýòî çàòðàòû íà âîçìåùåíèå óùåðáà îò çàãðÿçíåíèÿ:

Di(x) = πx(t), π > 0.

Äèíàìèêà çàãðÿçíåíèÿ ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì:

ẋ(t) =
∑
i∈I

ui(t)− δx(t),

x(t0) = x0, (2)

ãäå δ � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé äîëþ ïîãëîùåííîãî çàãðÿçíåíèÿ.

Êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû íà ñîêðàùåíèå

âðåäíûõ âûáðîñîâ è çàòðàòû, íåîáõîäèìûå íà âîçìåùåíèå óùåðáà îò çàãðÿçíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàòðàòû èãðîêîâ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ki(x0, t0, u) =

∞∫
t0

e−ρ(t−t0)(Ci(ui(t)) +Di(x(t)))dt,

ïðè óñëîâèè (2), ãäå u = (u1, . . . , un) � ýòî ñèòóàöèÿ â èãðå, à δ � ñòàâêà äèñêîí-

òèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 2 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ âû-

ïîëíåíî â çàäà÷å ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, åñëè íà êîîïåðàòèâ-

íîì ó÷àñòêå èãðû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ çàòðàò èñïîëüçóåòñÿ äèíà-

ìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè.

Â ïàðàãðàôå 2.4.2 äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìà 2.

Â ðàçäåëå 2.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ êîàëèöèîííûé âàðèàíò èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåä-

íûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó ñ ñèììåòðè÷íûìè çàòðàòàìè. Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îï-

òèìàëüíîñòè âûáèðàåòñÿ PMS-âåêòîð3, êîòîðûé ñòðîèòñÿ â ïàðàãðàôå 2.5.1. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïåðâîé ñòàäèè êîàëèöèè äåéñòâóþò â ñîáñòâåííûõ èíòåðåñàõ.

3Petrosyan L., Mamkina S. Dynamic games with coalitional structures // International Game

Theory Review. 2006. Vol.8. N 2. P. 295-307.
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Íà âòîðîì øàãå âûèãðûø êàæäîé êîàëèöèè äåëèòñÿ ìåæäó èãðîêàìè ïî âåêòîðó

Øåïëè, âû÷èñëåííîìó äëÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû âíóòðè êàæäîé êîàëèöèè. Âåêòî-

ðû Øåïëè, âû÷èñëåííûå äëÿ êàæäîé êîàëèöèè, îáðàçóþò PMS-âåêòîð.

Äàëåå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè PMS-âåêòîðà. Â ïàðà-

ãðàôå 2.5.2 âû÷èñëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ PMS-

âåêòîðà.

Òåîðåìà 3 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ âû-

ïîëíåíî â êîàëèöèîííîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, åñëè íà

êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîïåðàòèâíûõ çàòðàò èñïîëüçó-

åòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ PMS-âåêòîðà.

Òåîðåìà 3 äîêàçûâàåòñÿ â ïàðàãðàôå 2.5.3.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ êîàëèöèé

â çàäà÷å ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè-

÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ

âûáðîñîâ â àòìîñôåðó. Â ïàðàãðàôå 3.1 îïèñàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûì îò-

ëè÷èåì äàííîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ àññèìåòðè÷íîñòü ôóíêöèé èçäåðæåê èãðîêîâ. Äî-

ñòèãàåòñÿ îíà ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ äëÿ êàæäîãî èãðîêà i çàòðàò íà âîçìåùåíèå

óùåðáà îò çàãðÿçíåíèÿ Di(x):

Di(x) = πix(t), πi > 0.

Èçäåðæêè íà ïðèðîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ, êîòîðûå íåñåò èãðîê i, åñëè îí

ñíèæàåò âûáðîñû äî íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî óðîâíÿ ui èìåþò âèä:

Ci(ui) =
γ

2
(ui − ūi)

2, 0 ≤ ui(t) ≤ ūi, γ > 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå:

ūi ≥

∑
i∈I

πi

γ(ρ+ δ)
.

Â ïàðàãðàôå 3.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ES-âåêòîð â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè

êîîïåðàòèâíîé èãðû. Â ïàðàãðàôå 3.2.1 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ðåãóëÿðèçàöèè ES-

âåêòîðà. Âû÷èñëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ äåëåæà.
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Òåîðåìà 4 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ âû-

ïîëíåíî â çàäà÷å ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó ñ íåñèììåòðè÷íûìè

çàòðàòàìè, åñëè íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîîïåðàòèâ-

íûõ çàòðàò èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ES-

âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 4 ïðèâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 3.2.2.

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ êîàëèöèîííàÿ èãðà ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âû-

áðîñîâ â àòìîñôåðó ñ íåñèììåòðè÷íûìè çàòðàòàìè. Ñòðîèòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ è PMS-âåêòîð. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà

ðàñïðåäåëåíèÿ PMS-âåêòîðà.

Òåîðåìà 5 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ âû-

ïîëíåíî â êîàëèöèîííîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó ñ íåñèì-

ìåòðè÷íûìè çàòðàòàìè, åñëè íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

êîîïåðàòèâíûõ çàòðàò èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðå-

äåëåíèÿ PMS-âåêòîðà.

Â ïàðàãðàôå 3.3.4 ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.

Â ïåðâûõ òðåõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ òðàíñôåðàáåëüíûå çàòðàòû.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èð-

ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ èãð ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè âûèãðûøà-

ìè. Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ èãðû ðàññìàòðèâàåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â

ïàðàãðàôå 4.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâîãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 6 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ äëÿ

ëþáîãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â êîîïåðàòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå

ñ íåòðàíñôåðàáåëüíûìè âûèãðûøàìè âûïîëíåíî äëÿ ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ

âûèãðûøà, óäîâëåòâîðÿþùåé íåðàâåíñòâó:

βi(t) ≥ − d

dt
wi(x

∗(t), [t,+∞)) + ρwi(x
∗(t), [t,+∞)),

ãäå wi(x
∗(t), [t,+∞)) � íåêîîïåðàòèâíûé âûèãðûø èãðîêà i ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿ-

íèåì íà êîîïåðàòèâíîé òðàåêòîðèè x∗(t), íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [t,+∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 6 ïðèâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 4.2.

Â ïàðàãðàôå 4.3 äåìîíñòðèðóåòñÿ òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷è-

âîé ïðîöåäóðû ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà íà ïðèìåðå èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ

âûáðîñîâ â àòìîñôåðó.

Â ïÿòîé ãëàâå ââîäèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñåòåâàÿ èãðà ñîêðàùåíèÿ âðåä-

íûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñåòü è ÷àñòíûé ñëó÷àé

� ñëó÷àé "êðóãîâîé ñåòè". Ñëó÷àþ "Êðóãîâàÿ ñåòü"ïîñâÿùåíû ïåðâûå øåñòü ïà-

ðàãðàôîâ ïÿòîé ãëàâû. Â ïàðàãðàôå 5.1 îïèñàíà ïîñòàíîâêà èãðîâîé çàäà÷è.

Èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð Γ(I, L), ãäå

I = {1, 2, . . . , n} � ýòî ìíîæåñòâî èãðîêîâ (ïðåäïðèÿòèé), îáúåäèíåííûõ â ñåòü.

Óçëàìè ýòîé ñåòè ÿâëÿþòñÿ èãðîêè èç ìíîæåñòâà I.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè ïðîíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñåòü ñîñòîèò

òîëüêî èç ìíîæåñòâà ðåáåð L ñëåäóþùåãî âèäà:(i, i+ 1) ∈ L, i ∈ I, i ̸= n,

(n, 1) ∈ L, i = n.
(3)

Òàêóþ èãðó áóäåì íàçûâàòü ñåòåâîé èãðîé êðóãîâîãî òèïà èëè êðóãîâîé ñåòüþ.

Âûáðîñû èãðîêà i, i = 1, 2, . . . , n â ìîìåíò âðåìåíè t, t ∈ [t0,∞), îáîçíà÷èì

êàê ui(t).

Äèíàìèêà íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ çà âðåìÿ t:

ẋi(t) =
1

4
ui−1+

1

2
ui +

1

4
ui+1 − δxi(t),

xi(t0) = x0
i ,

(4)

ãäå δ � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé äîëþ ïîãëîùåííîãî çàãðÿçíåíèÿ.

Êàæäûé èãðîê èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ äèíàìèêó íàêîïëåííîãî çàãðÿçíåíèÿ, â

îòëè÷èå îò ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâå. Ïðè ýòîì äèíàìèêà

èãðîêà i, i = 1, ..., n çàâèñèò íå òîëüêî îò ñâîèõ ñîáñòâåííûõ âûáðîñîâ,íî è îò

âûáðîñîâ ñîñåäíèõ äëÿ íåãî èãðîêîâ. Òî åñòü îò âûáðîñîâ èãðîêîâ i − 1 è i + 1.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè "çàìêíóòû â êðóã". Òî åñòü, äèíàìèêà íàêîïëåííîãî

çàãðÿçíåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà çàâèñèò îò âûáðîñîâ ïîñëåäíåãî (n-ãî) è âòîðîãî.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èãðîê i ∈ I, i ̸= 1, i ̸= n èìååò ñâÿçü ñ èãðîêàìè i− 1

è i+ 1. Ïåðâûé èãðîê èìååò ñâÿçü ñ èãðîêîì n è èãðîêîì 2. Èãðîê n èìååò ñâÿçü

ñ èãðîêàìè n− 1 è 1.
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Â èãðå èìååòñÿ äâà âèäå èçäåðæåê, àíàëîãè÷íûõ èçäåðæêàì â ìîäåëè ñîêðà-

ùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó, ðàññìîòðåííûì â ãëàâå 2:

Ci(ui) =
γ

2
(ui − ūi)

2, 0 ≤ ui ≤ ūi, γ > 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå:

ūi ≥
π

γ(ρ+ δ)
.

È èçäåðæêè íà âîçìåùåíèÿ óùåðáà îò çàãðÿçíåíèÿ:

Di(xi(t)) = πxi(t), π > 0.

Ôóíêöèÿ çàòðàò èãðîêà i îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ki(xi, [t0,+∞), ui) =

∞∫
t0

e−ρ(t−t0)(Ci(ui) +Di(xi(t)))dt, i ∈ I.

Â ïàðàãðàôå 5.1.1 íàéäåíî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû

íà ñåòè êðóãîâîãî òèïà. Â ïàðàãðàôå 5.1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ êîîïåðàòèâíàÿ èãðà,

ìèíèìèçèðóþòñÿ èçäåðæêè ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè. Â ñëåäóþùèõ òðåõ ðàçäåëàõ

èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ES-âåêòîðà, â òîì ÷èñëå âû÷èñëÿåòñÿ äè-

íàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ES-âåêòîðà:

βi(t) = πxI
i (t) +

π2

2γ(ρ+ δ)2
, i ∈ I.

Òåîðåìà 7 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ âû-

ïîëíåíî â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó

íà ñåòè êðóãîâîãî òèïà, åñëè íà êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

êîîïåðàòèâíûõ çàòðàò èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðå-

äåëåíèÿ ES-âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7 ïðèâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 5.1.5.

Â ðàçäåëå 5.2 ââîäèòñÿ äèôôåðåíöèÿëüíàÿ èãðà ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ

â àòìîñôåðó íà ïðîèçâîëüíîé ñåòè.
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Èãðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð Γ(I, L), ãäå

I = {1, 2, . . . , n} � ýòî ìíîæåñòâî èãðîêîâ, îáúåäèíåííûõ â ñåòü.

Óçëàìè ýòîé ñåòè ÿâëÿþòñÿ èãðîêè èç ìíîæåñòâà I.

L � ìíîæåñòâî ðåáåð (i, j) ∈ L, i ∈ I, j ∈ I.

Îñíîâíûì îòëè÷èåì îò ñåòåâîé èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôå-

ðó êðóãîâîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ èíîé âèä äèíàìèêè íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ èãðîêîì

i.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Ki � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò äèíàìèêà íàêîïëåííîãî çàãðÿçíå-

íèÿ èãðîêîì i; â íàøåé ìîäåëè Ki � ýòî ìíîæåñòâî èãðîêîâ, ñâÿçàííûõ äóãîé ñ

èãðîêîì i,

Mi � ýòî ìíîæåñòâî èãðîêîâ, íà êîòîðûõ âëèÿåò èãðîê i, òî åñòü ìíîæåñòâî èã-

ðîêîâ, èìåþùèõ ñâÿçü ñ èãðîêîì i,

mj � êîëè÷åñòâî èãðîêîâ, äèíàìèêà íàêîïëåííîãî çàãðÿçíåíèÿ êîòîðûõ çàâèñèò

îò âûáðîñîâ èãðîêà j, uj, |Mj| = mj, Mj ̸= ∅, j ∈ I.

Äèíàìèêà íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ èãðîêîì i çà âðåìÿ t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

ẋi(t) =
∑
j∈Ki

(uj
1

2mj

) +
ui

2
− δxi(t), mj ̸= 0,

ẋi(t) =
ui

2
− δxi(t), Ki = ∅,

xi(t0) = x0
i .

(5)

Ðåáðî (i, j) ∈ L â ñåòåâîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ, åñëè äèíàìèêà

íàêîïëåíèÿ çàãðÿçíåíèÿ èãðîêîì i çàâèñèò îò âûáðîñîâ èãðîêà j. Ñåòü ÿâëÿåòñÿ

îðèåíòèðîâàííîé, òî åñòü åñëè ðåáðî (i, j) ∈ L, òî èç ýòîãî íå ñëåäóåò, ÷òî ðåáðî

(j, i) ∈ L.

Èçäåðæêè, ðàññìàòðèâàåìûå â ìîäåëè èìåþò òàêîé æå âèä, êàê è èçäåðæêè,

ðàññìîòðåííûå â èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó êðóãîâîãî òèïà.

Ñóììàðíûå çàòðàòû, êîòîðûå ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü êàæäûé èãðîê, òàêæå

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî çàòðàòàì â èãðå êðóãîâîãî òèïà.

Â ïàðàãðàôå 5.2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðàâèëî ïîñòðî-

åíèÿ äèíàìèê íàêîïëåííîãî çàãðÿçíåíèÿ äëÿ èãðîêîâ, ó÷àâñòâóþùèõ â èãðå. Â ïà-

ðàãðàôå 5.2.2 ñòðîèòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó íåêîîïåðàòèâíîé èãðû uN = [uN
1 , u

N
2 ,
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. . . , uN
n ]:

uN
i = ūi −

π

2γ(ρ+ δ)
, i ∈ I.

À ñîîòâåòñòâóþùèå èçäåðæêè â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó èìåþò âèä:

Fi(x
N
i ) =

π

ρ(ρ+ δ)

( π

8γ(ρ+ δ)
+ UN

i + ρxN
i

)
,

ãäå:

UN
i =

∑
j∈Ki

(ūj
1

2mj

) +
1

2
ūi −

π

4γ(ρ+ δ)

∑
j∈Ki

(
1

mj

)− π

4γ(ρ+ δ)
,

à xN
i � îïòèìàëüíàÿ íåêîîïåðàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ èãðîêà i (â ðàâíîâåñèè ïî Íý-

øó).

Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ êîîïåðàòèâíîå ðåøåíèå � ìèíèìèçèðóþòñÿ èçäåðæêè ìàê-

ñèìàëüíîé êîàëèöèè.

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè èìåþò âèä:

uI
i = ūi −

π

γ(ρ+ δ)
.

Ìèíèìàëüíûå èçäåðæêè ìàêñèìàëüíîé êîàëèöèè I ðàâíû:

F (I, x1, x2, ..., xn) =
π

ρ(ρ+ δ)

( n∑
i=1

ūi −
nπ

2γ(ρ+ δ)
+ ρ

n∑
i=1

xI
i

)
,

ãäå xI
i � îïòèìàëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ èãðîêà i.

Â ðàçäåëå 5.2.4 îïðåäåëÿåòñÿ ES-âåêòîð ñåòåâîé èãðû ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âû-

áðîñîâ â àòìîñôåðó ξ(t) = [ξ1(t), ξ2(t), . . . , ξn(t)]:

ξi(t) =
π

ρ(ρ+ δ)

(
UN
i + ρ

(
e−δ(t−t0)x0

i +
1

δ

(∑
j∈Ki

(ūj
1

2mj

)+

+
1

2
ūi −

π

4γ(ρ+ δ)

∑
j∈Ki

1

mj

− 3π

4γ(ρ+ δ)

)(
1− e−δ(t−t0)

)))
.

(6)

ãäå xI
i (t) � îïòèìàëüíàÿ êîîïåðàòèâíàÿ òðàåêòîðèÿ èãðîêà i.

Äëÿ ýòîé èãðû èññëåäóåòñÿ âîïðîñ ðåãóëÿðèçàöèè ES-âåêòîðà (6). Âû÷èñëÿ-

åòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ β(t) =

(β1(t), β2(t), . . . , βn(t)) â ïàðàãðàôå 5.2.5:

βi(t) = π
(
e−δ(t−t0)x0

i +
1

δ

(∑
j∈Ki

(ūj
1

2mj

) +
1

2
ūi −

π

4γ(ρ+ δ)

∑
j∈Ki

1

mj

−

− 3π

4γ(ρ+ δ)

)(
1− e−δ(t−t0)

))
+

π2

2γ(ρ+ δ)2
, i ∈ I.

(7)
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Â ïàðàãðàôå 5.2.6 ïîëó÷åíî îãðàíè÷åíèå íà ñòðóêòóðó ñåòè, ãàðàíòèðóþùåå

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â

äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó íà ñåòè, åñëè

èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðåäåëåíèÿ ES-âåêòîðà (7):

Òåîðåìà 8 Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èððàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ â

ñåòåâîé èãðå ñîêðàùåíèÿ âðåäíûõ âûáðîñîâ â àòìîñôåðó âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà íà

êîîïåðàòèâíîì ó÷àñòêå èãðû èñïîëüçóåòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûé ES-âåêòîðà

è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: ∑
j∈Ki

1

mj

≥ 1.
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